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摘　要：基于逐步增加Ⅱ型截尾样本，首先得出 Pareto 分布形状参数的极大似然估计，考虑两个损失函数和形状参数的两个先验分

布，得出该分布形状参数的 4 个 Bayes 估计。由数值模拟结果发现，上述四个 Bayes 估计值的均方误差均小于极大似然估计值，其中，当损失函

数为二次损失函数，形状参数的先验分布为共轭先验分布时的 Bayes 估计的均方误差较小，估计效果更理想，且实例分析与数值模拟结果相

符。其次在二次损失函数下，
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1 预备知识

定义 1［4］ 设 X 为随机变量，若 X 服从 Pareto 分布，其分布函数为

F ( )x ; θ,a = 1 - ( )ax-1 θ, x > 0 （1）
其密度函数为

f ( )x ; a,θ = θaθ x-( )θ + 1 , x > 0 （2）
其中，a 为尺度参数，θ 为形状参数，且 a > 0，θ > 0.

逐步增加Ⅱ型截尾模型简述为：假设现有 n 个服从 Pareto 分布的样品同一时间进行试验，设 m < n，

Rj ( j = 1, 2, ⋯, m ) 为给定的正整数。当出现第一个失效样品时，将失效时间记为 X1，并在其余的 n - 1 个

试验样品中随机移除 R1 个样品不再参与试验。当出现第二个失效样品时，将失效时间记为 X2，并在其余的

n - 1 - R1 - 1 个试验样品中随机移除 R2 个样品不再参与试验。依此继续进行试验，直到出现第 m 个失效样

品时，将失效时间记为 Xm，并将其余的 Rm = n - m - ∑
j = 1

m - 1
Rj 个样品全部移除。特别地，当 Rj = 0 时即为全样本

的情况。

引理 1［10］ Pareto 分布形状参数的共轭先验分布为伽玛分布。

证明 设 X = ( )X1,X2,⋯⋯,Xn 是服从 Pareto 分布的一组样本，其尺度参数已知，取形状参数的先验分布

为 Γ ( )α, β ，有

π ( )θ = βα

Γ ( )α
θα - 1 e-βθ

此样本的联合密度函数为

f ( )x | θ = ∏
j = 1

n

f ( )xj = θn aθn∏
j = 1

n

xj
-( )θ + 1

θ 的后验密度函数为

π ( )θ | x = π ( )θ f ( )x | θ

∫0

+∞

π ( )θ f ( )x | θ dθ
∝ ( )β - n ln a + ∑

j = 1

n ln xj

n + α

Γ ( )n + α
θn + α - 1 e

-θ ( )β - n ln a + ∑
j = 1

n ln xj

由伽玛分布的定义知

θ
|

|

|
||
|
|
|
x ∼ Γ ( )n + α, β - n ln a + ∑

j = 1

n ln xj

即伽玛分布 Γ ( )α, β 为形状参数的共轭先验分布。

文章考虑以下两种先验分布：

（1）无信息先验分布：π1( )θ = 1
θ ；

（2）共轭先验分布：π2( )θ = βα

Γ ( )α
θα - 1 e-βθ.

2 形状参数的极大似然估计和 Bayes 估计

2.1 形状参数的极大似然估计

逐步增加Ⅱ型截尾样本下的 Pareto 分布的似然函数为

L ( )a,θ | x = M ∏
j = 1

m

f ( )xj [ �

�

Ç)Jj [�ϓ
j = 1

m

f ��, | jF ÈJ| |
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X [
mfÈXm
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其中，M = n ( )n - 1 - R1 ( )n - 2 - R1 - R2 ⋯⋯( )n - ∑
j = 1

m - 1( )Rj + 1 ，且与任何参数无关。其对数似然函数为

ln L ( )a,θ | x = ln M + m ln θ - m ln a - ∑
j = 1

m

[ ]θ ( )1 + Rj + 1 ln ( )xj

a

则得到形状参数的极大似然估计

θ̂M = m
T

其中 T = ∑
j = 1

m ( )1 + Rj ln ( )xj

a

2.2 二次损失函数下形状参数的 Bayes 估计

定义 2［15］ 二次损失函数

S1( )θ,δ = ( )δ - θ 2

θ2 （3）
引理 2［15］ 在二次损失函数下，对 Pareto 分布形状参数取任意先验分布，θ 的 Bayes 估计为

δ̂1 = E ( )θ-1| X
E ( )θ-2| X

（4）
其中，δ̂1 为 θ 的估计值，且解唯一。

定理 1 基于逐步增加Ⅱ型截尾试验，在损失函数（式（3））下，设 X = ( )X1,X2,⋯⋯,Xn 为一组服从 Pareto
分布的独立同分布样本，当形状参数的先验分布为无信息先验分布 π1( )θ 时，其 Bayes 估计为

δ̂11 = m - 2
T

T
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E ( )θ-1| X = ∫0

+∞

θ-1 h2( )a,θ | x dθ = ∫0

+∞

θ-1 ( )β + T
α + m

Γ ( )α + m
θα + m - 1 e-θ ( )β + T dθ

                                            = ( )β + T
α + m

Γ ( )α + m ∫0

+∞

θα + m - 2 e-θ ( )β + T dθ = β + T
α + m - 1

E ( )θ-2| X = ∫0

+∞

θ-2 h2( )a,θ | x dθ = ∫0

+∞

θ-2 ( )β + T
α + m

Γ ( )α + m
θα + m - 1 e-θ ( )β + T dθ

                                            = ( )β + T
α + m

Γ ( )α + m ∫0

+∞

θα + m - 3 e-θ ( )β + T dθ = ( )β + T
2

( )α + m - 1 ( )α + m - 2
由式（4）可得，此条件下形状参数的 Bayes 估计为

δ̂12 = E ( )θ-1| X
E ( )θ-2| X

= α + m - 2
β + T

2.3 Q 对称熵损失函数下形状参数的 Bayes 估计

定义 3［16］ Q 对称熵损失函数

S2( )θ,δ = ( )θ
δ

q

+ ( )δ
θ

q

- 2 （5）
引理 3［16］ 在 Q 对称熵损失函数下，对 Pareto 分布形状参数取任意先验分布，形状参数的 Bayes 估计为

δ̂2 = ( )E ( )θq| X
E ( )θ-q| X

1
2q

（6）
其中，δ̂2 为 θ 的估计值，且解唯一，此处考虑 q > 0 时的情况。

定理 3 基于逐步增加Ⅱ型截尾试验，在损失函数（式（5））下，设 X = ( )X1, X2, ⋯⋯, Xn 为一组服从 Pareto
分布的独立同分布样本，当形状参数的先验分布为无信息先验分布 π1( )θ 时，其 Bayes 估计为

δ̂21 = é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úΓ ( )m + q

Γ ( )m - q

1
2q 1

T

证明 由定理 1 知，h1( )a,θ | x = T m

Γ ( )m
θm - 1 e-θT.

E ( )θq| X = ∫0

+∞

θq h1( )a,θ | x dθ = ∫0

+∞

θq T m

Γ ( )m
θm - 1 e-θT dθ

                                                      = T m

Γ ( )m ∫0

+∞

θm + q - 1 e-θT dθ = Γ ( )m + q
Γ ( )m T q

E ( )θ-q| X = ∫0

+∞

θ-q h1( )a,θ | x dθ = ∫0

+∞

θ-q T m

Γ ( )m
θm - 1 e-θT dθ

                                                      = T m

Γ ( )m ∫0

+∞

θm - q - 1 e-θT dθ = Γ ( )m - q
Γ ( )m T -q

由式（6）可得，此条件下形状参数的 Bayes 估计为

δ̂21 = é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úE ( )θq| X

E ( )θ-q| X

1
2q

= é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úΓ ( )m + q

Γ ( )m - q

1
2q 1

T

定理 4 基于逐步增加Ⅱ型截尾试验，在损失函数（式（5））下，设 X = ( )X1, X2, ⋯, Xn 为一组服从 Pareto
分布的独立同分布样本，当形状参数的先验分布为共轭先验分布 π2( )θ 时，其 Bayes 估计为

δ̂22 = é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úΓ ( )α + m + q

Γ ( )α + m - q

1
2q 1

β + T
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证明 由定理 2 可知，h2( )a,θ | x = ( )β + T
α + m

Γ ( )α + m
θα + m - 1 e-θ ( )β + T .

E ( )θq| X = ∫0

+∞

θq h2( )a,θ | x dθ = ∫0

+∞

θq ( )β + T
α + m

Γ ( )α + m
θα + m - 1 e-θ ( )β + T dθ

                                            = ( )β + T
α + m

Γ ( )α + m ∫0

+∞

θα + m + q - 1 e-θ ( )β + T dθ = Γ ( )α + m + q

Γ ( )α + m ( )β + T
q

E ( )θ-q| X = ∫0

+∞

θ-q h2( )a,θ | x dθ = ∫0

+∞

θ-q ( )β + T
α + m

Γ ( )α + m
θα + m - 1 e-θ ( )β + T dθ

                                            = ( )β + T
α + m

Γ ( )α + m ∫0

+∞

θα + m - q - 1 e-θ ( )β + T dθ = Γ ( )α + m - q

Γ ( )α + m ( )β + T
-q

由式（6）可得，此条件下形状参数的 Bayes 估计为

δ̂22 = é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úE ( )θq| X

E ( )θ-q| X

1
2q

= é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úΓ ( )α + m + q

Γ ( )α + m - q

1
2q 1

β + T

3 形状参数的多层 Bayes 估计和 E-Bayes 估计

基于逐步增加Ⅱ型截尾试验，在二次损失函数和共轭先验分布的条件下，讨论 Pareto 分布形状参数的多

层 Bayes 估计和 E-Bayes 估计问题，并对其进行数值模拟。

3.1 形状参数的多层 Bayes 估计

从定理 2 和定理 4 所得结果可以看出，共轭先验分布 Γ ( )α, β 中的超参数 α, β 较难确定。假定两个超参

数是相互独立的随机变量，分别取均匀分布 U ( )0, 1 ，U ( )0, c 为 α, β 的超先验分布时，其概率密度为

π ( )α = 1, π ( )β = 1
c （7）

其中，0 < β < c ( )c > 0 ，考虑到稳健性，c 应取较小的值。

定理 5 基于逐步增加Ⅱ型截尾试验，在损失函数（式（3））下，设 X = ( )X1, X2, ⋯⋯, Xn 为一组服从

Pareto 分布的独立同分布样本，当形状参数的先验分布为共轭先验分布 π2( )θ 时，超参数 α, β 的先验分布由

式（7）给出，则此分布形状参数的多层 Bayes 估计为

δ̂HB =
∫0

1∫0

c βαΓ ( )α + m - 1
Γ ( )α ( )β + T

α + m - 1 dαdβ

∫0

1∫0

c βαΓ ( )α + m - 2
Γ ( )α ( )β + T

α + m - 2 dαdβ

证明 假定超参数 α, β 独立，由此得形状参数的多层先验密度为

g ( )θ = ∫0

1∫0

c

π2( )θ π ( )α π ( )β dαdβ = 1
c ∫0

1∫0

c βα

Γ ( )α
θα - 1 e-βθ dαdβ

则形状参数的后验分布为

h3( )a,θ | x = g ( )θ L ( )a,θ | x

∫-∞

+∞

g ( )θ L ( )a,θ | x dθ
= ∫0

1∫0

c βα

Γ ( )α
θα + m - 1 e-( )β + T θdαdβ

∫0

1∫0

c βαΓ ( )α + m

Γ ( )α ( )β + T
α + m dαdβ

E ( )θ-1| X = ∫-∞

+∞

θ-1 h3( )a,θ | x dθ = ∫0

1∫0

c ∫0

+∞ βα

Γ ( )α
θα + m - 1 - 1 e-( )β + T θdθdαdβ

∫0

1∫0

c βαΓ ( )α + m

Γ ( )α ( )β + T
α + m dαdβ

=
∫0

1∫0

c βαΓ ( )α + m - 1
Γ ( )α ( )β + T

α + m - 1 dαdβ

∫0

1∫0

c βαΓ ( )α + m

Γ ( )α ( )β + T
α + m dαdβ
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E ( )θ-2| X = ∫-∞

+∞

θ-2 h3( )a,θ | x dθ = ∫0

1∫0

c ∫0

+∞ βα

Γ ( )α
θα + m - 2 - 1 e-( )β + T θdθdαdβ

∫0

1∫0

c βαΓ ( )α + m

Γ ( )α ( )β + T
α + m dαdβ

                                        =
∫0

1∫0

c βαΓ ( )α + m - 2
Γ ( )α ( )β + T

α + m - 2 dαdβ

∫0

1∫0

c βαΓ ( )α + m

Γ ( )α ( )β + T
α + m dαdβ

由式（4）得形状参数的多层 Bayes 估计为

δ̂HB = E ( )θ-1| X
E ( )θ-2| X

=
∫0

1∫0

c βαΓ ( )α + m - 1
Γ ( )α ( )β + T

α + m - 1 dαdβ

∫0

1∫0

c βαΓ ( )α + m - 2
Γ ( )α ( )β + T

α + m - 2 dαdβ

3.2 形状参数的 E-Bayes 估计

相较于形状参数的多层 Bayes 估计，求解 E-Bayes 估计过程中的积分计算较少，更为简便，在应用方面更

具优势。

定义 4［17］ 如 果 θ̂B( )a,b 连 续 ，则 称 θ̂EB = ∬
D

θ̑B( )a,b ⋅ p ( )a,b dadb 为 形 状参数的 E-Bayes 估计，其中，

∬
D

θ̂B( )a,b ⋅ p ( )a,b dadb < ∞，D 为 a 与 b 取值范围构成的集合，p ( )a,b 为 a 与 b 的概率密度函数，θ̂B( )a,b 为形状

参数的 Bayes 估计。

定理 6 基于逐步增加Ⅱ型截尾试验，在损失函数（式（3））下，设 X = ( )X1, X2, ⋯⋯, Xn 为一组服从 Pareto
分布的独立同分布样本，当形状参数的先验分布为共轭先验分布 π2( )θ 时，超参数 α, β 的先验分布由式（7）给

出，则此分布形状参数的 E-Bayes 估计为

δ̂EB = (-3 + 2m )
2c

ln ( )1 + c
T

证明 假定超参数 α, β 独立，再由式（7）知

π ( )α, β = π ( )α π ( )β = 1
c

由定理 2 和定义 4 得 E-Bayes 估计为

                                  δ̂EB = ∬
D

δ̂12 ⋅ π ( )α, β dαdβ = ∫0

1∫0

c α + m - 2
β + T

1
c dαdβ

                                = 1
c ∫0

1
( )α + m - 2 ∫0

c 1
β + T

dβdα = 1
c ln ( )1 +

1

d

d

0

c

α
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步增加Ⅱ型截尾数据。

对于共轭先验分布及损失函数的参数，取 α = 2, β = 1, q = 2，则可根据极大似然估计与定理 1~4 中所得

Bayes 估计表达式得出不同条件下 Pareto 分布形状参数的估计值。考虑到样本的随机性，模拟时将上述过程

重复 1000 次后求各估计值的平均偏差及平均均方误差，所得结果如表 1、表 2 所示。

表 1 n，m取不同值时，θ̂M,δ̂11,δ̂12 的模拟结果

n

10

20

40

60

m

5
7
9

10
14
18
20
30
35
30
45
55

θ̂M

平均偏差

0.361
0.263
0.195
0.166
0.153
0.107
0.098
0.064
0.055
0.051
0.032
0.028

均方误差

1.045
0.667
0.463
0.366
0.265
0.178
0.144
0.099
0.077
0.092
0.054
0.043

δ̂11

平均偏差

-0.331
-0.256
-0.175
-0.162
-0.102
-0.088
-0.056
-0.055
-0.043
-0.040
-0.031
-0.022

均方误差

0.726
0.358
0.299
0.249
0.168
0.126
0.115
0.071
0.066
0.079
0.048
0.038

δ̂12

平均偏差

-0.187
-0.142
-0.108
-0.090
-0.056
-0.054
-0.029
-0.023
-0.018
-0.019
-0.014
-0.009

均方误差

0.264
0.211
0.183
0.161
0.131
0.102
0.100
0.073
0.061
0.066
0.051
0.041

表 2 n，m取不同值时，δ̂21,δ̂22 的模拟结果

n

10

20

40

60

m

5
7
9

10
14
18
20
30
35
30
45
55

δ̂21

平均偏差

0.113
0.109
0.090
0.058
0.054
0.051
0.055
0.040
0.024
0.022
0.014
0.012

均方误差

0.808
0.513
0.375
0.291
0.190
0.172
0.126
0.086
0.068
0.088
0.054
0.046

δ̂22

平均偏差

0.161
0.132
0.118
0.104
0.092
0.083
0.090
0.053
0.034
0.034
0.032
0.026

均方误差

0.362
0.293
0.248
0.219
0.173
0.143
0.130
0.081
0.065
0.077
0.051
0.043

对于共轭先验分布中参数的取值范围，取 α = 2, β = 1, c = 2，则可根据定理 5 和定理 6 得出相应条件下

Pareto 分布形状参数的多层 Bayes 估计值和 E-Bayes 估计值。同样，模拟时将上述过程重复 1000 次后求各估

计值的平均偏差及平均均方误差，结果如表 3 所示。
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